Einleitung

Die Kurvendiskussion ist ein zentrales Thema in der Mathematik, insbesondere in der Analysis.
Sie ermdoglicht es uns, das Verhalten und die Eigenschaften von Funktionen systematisch zu
untersuchen. In diesem Leitfaden konzentrieren wir uns auf ganzrationale Funktionen, auch
bekannt als polynomielle Funktionen. Ganzrationale Funktionen sind grundlegende Bausteine in
der Mathematik und finden zahlreiche Anwendungen in Wissenschaft, Technik und Wirtschatft.

Unser Ziel ist es, dir eine ausfiihrliche und leicht verstiindliche Schritt-fiir-Schritt-Anleitung zu
bieten, die dir hilft, die Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen sicher und effektiv
durchzufiihren. Wir werden jeden Schritt detailliert erkldren, die Begriindung hinter den Methoden
erliutern und die Bedeutung sowie die Konsequenzen jedes Schrittes hervorheben.

Inhaltsiibersicht

1. Verstehen der Funktion

2. Bestimmung der Definitionsmenge

3. Untersuchung des Verlaufs (Endverhalten)

4. Berechnung der Ableitungen

5. Analyse der Monotonie und Extrempunkte

6. Untersuchung der Kriimmung und Wendepunkte
7. Bestimmung von Symmetrieeigenschaften

8. Bestimmung der Schnittpunkte mit den Achsen
9. Zusammenfiihrung der Ergebnisse

10.Erstellung des Graphen

1. Verstehen der Funktion

Bevor wir mit der detaillierten Analyse beginnen, ist es wichtig, die ganzrationale Funktion selbst
zu verstehen. Ganzrationale Funktionen bestehen aus Potenzen einer Variablen (hdufig xxx) mit
reellen Koeffizienten. Sie sind durch eine endliche Summe von Termen definiert, bei denen die
Variable nur ganzzahlige Exponenten hat.

Warum ist das wichtig?

Ganzrationale Funktionen sind kontinuierlich und glatt, was bedeutet, dass sie keine Spriinge oder
Ecken aufweisen. Diese Eigenschaften erleichtern die Analyse und ermdglichen die Anwendung
verschiedener mathematischer Methoden zur Untersuchung ihres Verhaltens.

2. Bestimmung der Definitionsmenge

Die Definitionsmenge einer Funktion gibt an, fiir welche Werte der unabhéngigen Variablen (z.B.
x) die Funktion definiert ist.

Warum diesen Schritt?

Bei ganzrationalen Funktionen ist die Definitionsmenge in der Regel die gesamte reelle
Zahlenmenge. Es gibt keine Einschrankungen durch Nenner (wie bei rationalen Funktionen) oder
Wurzeln (wie bei Wurzelfunktionen). Trotzdem ist es wichtig, dies zu tiberpriifen, um
sicherzustellen, dass die Funktion iiberall definiert ist oder ob es Ausnahmen gibt.
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Konsequenz:

Wenn die Funktion iiberall definiert ist, konnen wir fortfahren, ohne uns Sorgen um eingeschriankte
Bereiche machen zu miissen. Falls doch Einschrinkungen bestehen, miissen wir diese bei weiteren
Analysen berticksichtigen.

3. Untersuchung des Verlaufs (Endverhalten)

Das Endverhalten beschreibt, wie sich der Funktionsgraph verhilt, wenn die unabhéngige Variable
x gegen unendlich oder minus unendlich strebt.

Warum ist das wichtig?

Das Endverhalten gibt uns eine Vorstellung davon, wie die Funktion "aus dem Nichts" in den
Unendlichkeiten endet. Es hilft dabei, die globale Struktur des Graphen zu verstehen und ist
besonders niitzlich bei der Skizzierung des Graphen.

Konsequenz:
Je nach hochstem Exponenten der Funktion kann der Graph nach oben oder unten streben, was uns
Hinweise auf die allgemeine Form des Graphen gibt.

4. Berechnung der Ableitungen

Die Ableitungen einer Funktion sind Werkzeuge, die uns Informationen iiber die Steigung und
Kriimmung des Funktionsgraphen liefern.

Warum diesen Schritt?

* Erste Ableitung: Gibt die Steigung der Tangente an jedem Punkt des Graphen an. Sie ist
entscheidend fiir die Untersuchung der Monotonie (steigend oder fallend).

* Zweite Ableitung: Gibt die Kriimmung des Graphen an. Sie ist wichtig fiir die Bestimmung
von Wendepunkten und die Analyse der Konvexitit oder Konkavitiit.

Konsequenz:
Durch die Ableitungen konnen wir kritische Punkte identifizieren, an denen das Verhalten der
Funktion sich éndert, und so die genaue Form des Graphen verstehen.

5. Analyse der Monotonie und Extrempunkte

Die Monotonie eciner Funktion beschreibt, wo die Funktion steigt oder fallt. Extrempunkte sind
Punkte, an denen die Funktion ihr lokales Maximum oder Minimum erreicht.

Warum ist das wichtig?

* Monotonie: Hilft uns zu verstehen, wie die Funktion im gesamten Bereich wéchst oder
sinkt.

* Extrempunkte: Sind oft von besonderem Interesse, da sie lokale Hoch- oder Tiefpunkte
darstellen, die in vielen Anwendungen relevant sind (z.B. Maximierung von Gewinn).

Konsequenz:
Durch die Identifikation dieser Punkte und Intervalle konnen wir prézise Aussagen iiber das
Verhalten der Funktion treffen und ihren Graphen entsprechend skizzieren.
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6. Untersuchung der Krimmung und Wendepunkte

Die Kriimmung einer Funktion beschreibt, ob der Funktionsgraph nach oben oder unten gekriimmt
ist. Wendepunkte sind Punkte, an denen die Kriimmung wechselt.

Warum ist das wichtig?

* Kriimmung: Gibt Aufschluss dariiber, wie sich die Funktion im Raum verhilt, ob sie

konvex oder konkav ist.
* Wendepunkte: Stellen Anderungen in der Kriimmung dar, was den Graphen interessanter

und komplexer macht.

Konsequenz:
Die Kenntnis der Kriimmung und der Wendepunkte ermoglicht eine noch genauere und
detailliertere Skizzierung des Funktionsgraphen.

7. Bestimmung von Symmetrieeigenschaften

Symmetrieeigenschaften wie gerade oder ungerade Funktionen kénnen den Analyseprozess
vereinfachen und den Graphen besser verstdndlich machen.

Warum ist das wichtig?

Symmetrien reduzieren den Arbeitsaufwand, da bestimmte Eigenschaften bereits durch die
Symmetrie bestimmt werden kdnnen. Sie bieten auch dsthetische Einblicke in die Struktur der
Funktion.

Konsequenz:
Durch die Erkennung von Symmetrien kdnnen wir schneller auf wesentliche Eigenschaften der
Funktion schlieBen und den Graphen effizienter erstellen.

8. Bestimmung der Schnittpunkte mit den Achsen

Die Schnittpunkte mit den Achsen (y-Achse und x-Achse) sind wesentliche Orientierungspunkte
fiir den Funktionsgraphen.

Warum ist das wichtig?

* Schnittpunkt mit der y-Achse: Gibt den Funktionswert bei x=0 an.
* Schnittpunkte mit der x-Achse: Zeigen die Nullstellen der Funktion, also die Werte von x,
fiir die die Funktion den Wert Null annimmt.

Konsequenz:
Diese Punkte dienen als wichtige Referenzpunkte, die den Graphen fixieren und die Richtung des
Graphen verdeutlichen.

9. Zusammenfithrung der Ergebnisse

Nachdem alle oben genannten Schritte durchgefiihrt wurden, ist es Zeit, die gesammelten
Informationen zusammenzufiihren.

Warum ist das wichtig?
Durch die Integration aller analysierten Eigenschaften erhalten wir ein vollstindiges Bild der
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Funktion. Dies ermdglicht es uns, den Funktionsgraphen prizise und vollstdndig zu skizzieren.

Konsequenz:
Eine griindliche Zusammenfiihrung gewihrleistet, dass der Graph alle wesentlichen Merkmale
korrekt widerspiegelt und keine wichtigen Details libersehen werden.

10. Erstellung des Graphen

Der letzte Schritt ist die visuelle Darstellung der ganzrationalen Funktion anhand der gesammelten
Daten.

Warum ist das wichtig?
Der Graph ist die anschauliche Darstellung der mathematischen Eigenschaften der Funktion. Er
erleichtert das Verstdndnis und die Kommunikation der Funktionseigenschaften.

Konsequenz:
Ein sorgfiltig erstellter Graph ermdglicht es, das Verhalten der Funktion auf einen Blick zu erfassen
und in praktischen Anwendungen zu nutzen.

Warum diese Schritte und ihre Bedeutung

Jeder Schritt der Kurvendiskussion baut auf dem vorherigen auf und ergéinzt das Gesamtverstindnis
der Funktion:

1. Verstehen der Funktion: Legt die Grundlage, indem die Struktur und Art der Funktion
erfasst wird.

2. Definitionsmenge: Stellt sicher, dass alle weiteren Schritte innerhalb der giiltigen Bereiche
durchgefiihrt werden.

3. Endverhalten: Gibt einen globalen Uberblick iiber das Verhalten der Funktion, besonders in
den Extremen.

4. Ableitungen: Bieten tiefergehende Einsichten in die lokale Steigung und Kriimmung.

5. Monotonie und Extrempunkte: Identifizieren lokale Besonderheiten, die oft in praktischen
Kontexten relevant sind.

6. Kriimmung und Wendepunkte: Erweitern das Verstdndnis der Funktion um deren
geometrische Form.

7. Symmetrieeigenschaften: Erleichtern die Analyse durch die Nutzung von Mustern und
Wiederholungen.

8. Schnittpunkte mit den Achsen: Setzen feste Punkte, die den Graphen stabilisieren und
Orientierung bieten.

9. Zusammenfiihrung der Ergebnisse: Organisiert alle gesammelten Informationen zu einem
kohidrenten Gesamtbild.

10.Erstellung des Graphen: Schlie3t den Prozess ab, indem die mathematischen Erkenntnisse
visuell dargestellt werden.

Die Bedeutung jedes Schrittes liegt darin, dass er uns ermoglicht, die Funktion systematisch zu
analysieren und ein vollstidndiges Verstindnis ihres Verhaltens zu erlangen. Dies ist nicht nur fiir
theoretische Zwecke wichtig, sondern auch fiir praktische Anwendungen, wo das Verhalten von
Funktionen entscheidend sein kann.
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Fazit

Die Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen ist ein strukturiertes Verfahren, das es uns
ermoglicht, die Eigenschaften und das Verhalten von polynomiellen Funktionen umfassend zu
verstehen. Jeder Schritt, von der Grundversténdnis der Funktion bis zur Erstellung des Graphen,
tragt dazu bei, ein detailliertes Bild der Funktion zu zeichnen.

Durch das systematische Vorgehen und das Verstidndnis der zugrunde liegenden Konzepte kannst du
die Kurvendiskussion sicher und effektiv durchfiihren. Dies ist eine wertvolle Fahigkeit, die nicht
nur in der Mathematik, sondern auch in vielen anderen Disziplinen von Bedeutung ist.

Viel Erfolg beim Durchfiihren deiner Kurvendiskussionen!

Sammle nun mit diesem Wissen moglichst viele Informationen
zu den nachfolgenden Funktionen und Funktionsscharen!

Moglichst den Funktionsterm...

Mithilfe von Symmetrieeigenschaften, Nullstellen,
Extrempunkten, Wendepunkten, Randverhalten usw.
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Hier sind 20 gewitzte, kreative Aufgaben fiir die Oberstufe zum Thema Mathematik
Analysis, die ohne Funktionsterme und Formeln daherkommen, jedoch das Wissen
zur Kurvendiskussion und zu funktionalen Eigenschaften herausfordern. Die
Aufgaben fordern das mathematisch-logische Argumentieren und verlangen nicht
immer eine eindeutige Losung. Bitte eine ausfiihrliche, beispielhafte Losung finden,
die allen Bedingungen gerecht wird. Beweise im Anschluss, dass alle
Voraussetzungen vollstdndig erfiillt sind!

1.

Die Strafle der Steigungen

Du planst eine Stra3e in den Bergen. Die Stral3e soll an verschiedenen Stellen
flach sein, an anderen steil bergauf oder bergab gehen. Erklare, wie du ihre
Steigungen verteilen wiirdest, um die sicherste und effizienteste Route zu
erstellen. Welche mathematischen Eigenschaften konnten die Steigung der
Straf3e beschreiben?

. Der geheimnisvolle Hohepunkt

Ein mysteridser Berggipfel ist so geformt, dass er an einem Punkt den hdchsten
Punkt der Region darstellt. Beschreibe, welche mathematischen Merkmale
dieser Gipfel aufweisen muss, um eindeutig der hochste zu sein. Was passiert,
wenn es mehrere solche Gipfel gibt?

. Die Achterbahn der Gefiihle

Eine Achterbahn soll so konstruiert werden, dass die Passagiere erst langsam
ansteigen, dann beschleunigen, mehrere Male in die Tiefe fallen und wieder
ansteigen. Beschreibe das Verhalten der Achterbahn in Bezug auf
Geschwindigkeit und Hohe und diskutiere, wie die mathematischen
Eigenschaften der Bahn diese Bewegungen erkldren konnten.

. Der springende Ball

Ein Ball wird aus einer Hohe fallen gelassen und springt wieder auf. Die Hohe
jedes Sprungs verringert sich. Beschreibe, welche Eigenschaften des
Bewegungsverlaufs der Ball nach einer bestimmten Anzahl von Spriingen hat
und wie man dieses Verhalten mathematisch erkliaren konnte.

. Das Wetterphinomen

Ein Wetterbericht zeigt, dass die Temperatur an einem bestimmten Tag erst
stark ansteigt, dann gleichméBig abfallt und schlieBlich plotzlich wieder
ansteigt. Erkldre, wie man das Verhalten der Temperatur im Laufe des Tages
beschreiben konnte und welche mathematischen Eigenschaften dafiir
verantwortlich sind.

. Die reilende Stromung

Ein Fluss verlduft zuerst ruhig, dann wird er schneller und erreicht eine
maximale Geschwindigkeit, bevor er plétzlich wieder langsamer wird. Erklére,
wie du das Verhalten des Flusses in Bezug auf die FlieBgeschwindigkeit
beschreiben wiirdest. Was flir Eigenschaften miisste eine mathematische
Funktion haben, um diesen Verlauf zu modellieren?

. Die perfekte Welle
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Surfer suchen nach der perfekten Welle, die sanft ansteigt und dann plotzlich in
einer groBen Welle bricht. Beschreibe die Form der Welle und diskutiere,
welche Eigenschaften fiir die perfekte Welle erforderlich wiren.

8. Das symmetrische Hochhaus
Ein Architekt plant ein Hochhaus, das auf beiden Seiten symmetrisch aussieht,
jedoch eine Spitze hat, die sich von der Mitte abhebt. Erkléire, wie man die
Form des Gebdudes mathematisch beschreiben konnte, und diskutiere, welche
Eigenschaften fiir die Symmetrie erforderlich sind.

9. Das verkaufte Ticket
Ein Online-Ticketverkauf verlduft so, dass die Anzahl der verkauften Tickets
mit der Zeit zuerst langsam steigt, dann stark zunimmt und schlieflich wieder
langsam abnimmt, bevor der Verkauf endet. Erklare, welche Eigenschaften
diesen Verkaufsverlauf beschreiben konnten.

10.Die wachsende Stadt
Die Bevolkerung einer Stadt wichst exponentiell an, bis sie aufgrund von
Ressourcenknappheit plotzlich langsamer wéchst und schlielich stagniert.
Beschreibe die Entwicklung der Stadt und erklédre, welche mathematischen
Eigenschaften die Wachstumsrate der Stadt bestimmen.

11.Das wachende Auge
Ein Adler fliegt in verschiedenen Hohen iiber einem Tal und beobachtet seine
Beute. An bestimmten Punkten verharrt er auf einer konstanten Hohe, an
anderen steigt er rasch auf und fillt dann wieder ab. Beschreibe, wie sich die
Hohe des Adlers mathematisch modellieren lieBe und welche funktionalen
Eigenschaften dafiir relevant wiren.

12.Die sinkende Temperatur
Die Temperatur eines heilen Getrinks sinkt zuerst schnell, dann immer
langsamer, bis sie schlieBlich die Raumtemperatur erreicht. Beschreibe diesen
Abkiihlungsprozess und diskutiere, welche mathematischen Eigenschaften
diesen Verlauf beschreiben konnten.

13.Das Umdenken eines Investors
Ein Investor verzeichnet zuerst stetige Gewinne, bevor die Gewinne stark
ansteigen und dann plétzlich zuriickgehen. Analysiere den Verlauf der
Investitionen und beschreibe, welche mathematischen Eigenschaften diesen
okonomischen Prozess erkldren konnten.

14.Der unbekannte Kiinstler
Ein Kiinstler entwirft eine Skulptur, die an einem Punkt besonders scharf
zulduft, aber dann sanft abfallt. Beschreibe, welche mathematischen
Eigenschaften fiir die Form der Skulptur erforderlich sind, um diese scharfe
und weiche Form zu erkléren.

15.Die sich o6ffnende Blume
Eine Blume 6ffnet ihre Bliitenblitter zuerst langsam, dann schnell und
schlieBlich wieder langsamer, bis sie vollstandig gedftnet ist. Beschreibe den
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Offnungsvorgang und diskutiere, welche Eigenschaften diesen Verlauf
mathematisch beschreiben konnten.

16.Das schmelzende Eis
Ein Eisblock beginnt zu schmelzen. Zuerst schmilzt er schnell, dann immer
langsamer. Beschreibe den Schmelzprozess und erklédre, wie man diesen
Verlauf mathematisch modellieren konnte.

17.Die ruhende Briicke
Eine Héangebriicke verlduft gleichmifBig bis zur Mitte, wo sie einen tiefen
Punkt erreicht, und steigt dann wieder symmetrisch an. Diskutiere, welche
mathematischen Eigenschaften diesen Verlauf beschreiben konnten und wie
man die Form der Briicke mathematisch erfassen konnte.

18.Das wachsende Einkommen
Das Einkommen einer Person steigt jedes Jahr, aber in unregelmifigen
Abstidnden, es gibt Phasen schnellen Wachstums und Phasen stagnierenden
Einkommens. Beschreibe, wie man diesen unregelméfBigen Verlauf
mathematisch erfassen konnte.

19.Der Flug des Pfeils
Ein Pfeil wird abgeschossen und folgt einer Flugbahn, die zuerst aufsteigt,
dann einen hochsten Punkt erreicht und schlieBlich féllt. Beschreibe die
mathematischen Eigenschaften der Flugbahn und diskutiere, wie man diese
modellieren konnte.

20.Der Schokoladenbrunnen
Ein Schokoladenbrunnen flieBt so, dass die Schokolade erst gleichmiBig
ansteigt, dann an bestimmten Stellen abflie3t und sich dabei beschleunigt.

Erklare, wie man den Fluss der Schokolade mathematisch beschreiben konnte.
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